
Òðåòèé òóð äèñòàíöèîííîãî ýòàïà XV îëèìïèàäû èìåíè Ëåîíàðäà Ýéëåðà. Ðåøåíèÿ çàäà÷

�1. Íà òðåíèðîâêå ñïîðòñìåí ïðåîäîëåë 60 êì çà 3,5 ÷àñà. Ñíà÷àëà îí ïëûë ñî ñêîðîñòüþ 8 êì/÷, ïîòîì áåæàë ñî
ñêîðîñòüþ 16 êì/÷, à çàòåì åõàë íà âåëîñèïåäå ñî ñêîðîñòüþ 24 êì/÷. ×òî îí äåëàë äîëüøå � ïëûë èëè åõàë íà
âåëîñèïåäå? (È. Ðóáàíîâ)

Îòâåò. Åõàë íà âåëîñèïåäå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñïîðòñìåí ïëûë a ÷àñîâ, áåæàë b ÷àñîâ, åõàë íà âåëîñèïåäå c ÷àñîâ. Çà 3,5 ÷àñà îí ïðåîäîëåë
8a+ 16b+ 24c = 16(a+ b+ c) + 8(c− a) = 16 · 3, 5 + 8(c− a) = 60 êì. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî c− a = 0,5, îòêóäà c > a.

�2. Â êàæäóþ êëåòêó òàáëèöû ðàçìåðîì 6 × 6 çàïèñàëè íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (íå îáÿçàòåëüíî öåëîå).
Îêàçàëîñü, ÷òî â ëþáîé ôèãóðêå èç ÷åòûð¼õ êëåòîê òàáëèöû â ôîðìå áóêâû ¾Ã¿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ ñòîÿùèõ òàì ÷èñåë
ðàâíî 100. Â ëåâîì âåðõíåì óãëó ñòîèò ÷èñëî 2. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò â ïðàâîì âåðõíåì óãëó (óêàæèòå âñå âîçìîæíîñòè)?
(Ï. Êîæåâíèêîâ)

Îòâåò. 5.
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Ðèñ. 1

Ðåøåíèå. Ðàññìàòðèâàÿ äâå ôèãóðêè ñ ñîâïàäàþùèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1 × 3 è
ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1× 2, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äâà
÷èñëà, ñòîÿùèå â îäíîé ñòðîêå èëè îäíîì ñòîëáöå ÷åðåç îäíî, ðàâíû. Ïóñòü â ëåâîì
âåðõíåì êâàäðàòå 2 × 2 çàïèñàíû ÷èñëà a è b (â âåðõíåé ñòðîêå) è c è d (â íèæíåé
ñòðîêå). Òîãäà ÷¼òíûå (ñíèçó ââåðõ) ñòðîêè òàáëèöû èìåþò âèä ababab, à íå÷¼òíûå
� cdcdcd.

Íåòðóäíî ïîäîáðàòü äâå ôèãóðêè, â îäíîé èç êîòîðûõ ñòîÿò áóêâû a, c, d, c, à
â äðóãîé � áóêâû b, d, b, a. Îòñþäà ac2d = ab2d ⇒ c2 = b2 ⇒ c = b. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî a = d. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðàñêðàñèòü êëåòêè òàáëèöû â øàõìàòíîì ïîðÿäêå, òî â êëåòêàõ îäíîãî
öâåòà áóäóò ñòîÿòü ÷èñëà a, à â êëåòêàõ äðóãîãî öâåòà � ÷èñëà b, è 100 = a2b2. Ïðè ýòîì îäíî èç ÷èñåë (ïóñòü a) ïî
óñëîâèþ ðàâíî 2, îòêóäà b2 = 25 è b = 5. À òàê êàê ëåâûé è ïðàâûé âåðõíèå óãëû äîñêè � ðàçíûõ öâåòîâ, òî â ïðàâîì
âåðõíåì ñòîèò b = 5.

�3. Â òðåóãîëüíèêå ABC, ó êîòîðîãî óãîë B ìåíüøå 120 ãðàäóñîâ, ìåäèàíà BD êîðî÷å ïîëîâèíû ñòîðîíû AB.
Äîêàæèòå, ÷òî ýòà ìåäèàíà äëèííåå ïîëîâèíû ñòîðîíû BC. (È. Ðóáàíîâ)
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Ðèñ. 2

Ðåøåíèå. Äîïóñòèì, ÷òî BD ⩽ BC/2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ñåðåäèíó ñòîðîíû AB. Â òðåóãîëü-
íèêå BDE BE = AB/2, DE = BC/2. Çíà÷èò, BD � íàèìåíüøàÿ ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà BDE,
à óãîë BED � íàèìåíüøèé óãîë â ýòîì òðåóãîëüíèêå. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠BED < 60◦ (ðàâíÿòü-
ñÿ 60◦ îí íå ìîæåò, òàê êàê òîãäà òðåóãîëüíèê BDE áûë áû ðàâíîñòîðîííèì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íåðàâåíñòâó BD < BE), îòêóäà ∠ABC = ∠ABD+∠CBD = ∠EBD+∠BDE = 180◦ −∠BED >
> 180◦ − 60◦ = 120◦. Ïðîòèâîðå÷èå.

�4. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå 2022 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ÷òî ñðåäè íèõ íåò îäèíàêîâûõ è ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 1012 èç íèõ
äåëèòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå îñòàëüíûõ 1010? (È. Ðóáàíîâ)

Îòâåò. Ñóùåñòâóþò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïîäîéäóò ÷èñëà 2022!, 2022!/2, . . ., 2022!/2022. Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 1012 èç íèõ äåëèòñÿ íà
(2022!)1011, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 1010 èç íèõ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà (2022!)1010, à, çíà÷èò, è ÷èñëà (2022!)1011.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïîäîéä¼ò ëþáîé íàáîð ÷èñåë âèäà 2n, 2n+1, . . ., 2n+2021, ãäå n ⩾ 510 050. Ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ
1012 èç íèõ � ñòåïåíü äâîéêè, íå ìåíüøàÿ, ÷åì 2n+(n+1)+...+(n+1011) = 21012n+1011·1012/2, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 1010 �
ñòåïåíü äâîéêè, íå áîëüøàÿ, ÷åì 2(n+1012)+...+(n+2021) = 21010n+3033·1010/2. Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî 1012n + 1011 · 1012/2 >
> 1010n+3033 · 1010/2, ïîëó÷àåì n > 510 049,5, îòêóäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå, ñäåëàííîå â íà÷àëå ðåøåíèÿ, òàê êàê
ëþáàÿ ñòåïåíü äâîéêè äåëèòñÿ íà ëþáóþ ìåíüøóþ ñòåïåíü äâîéêè.

�5. Â áåëîì êëåò÷àòîì êâàäðàòå ðàçìåðîì 10×10 êëåòîê çàêðàñèëè ÷åðíûì 84 êëåòêè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
¾óãîëêîâ¿ èç òðåõ ÷åðíûõ êëåòîê ìîãëî ïðè ýòîì îáðàçîâàòüñÿ? (È. Ðóáàíîâ)

Îòâåò. 132.
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Ðèñ. 3

Ðåøåíèå. Íà áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé ïëîñêîñòè êàæäàÿ êëåòêà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,
ïðèíàäëåæèò 12 ðàçëè÷íûì ¾óãîëêàì¿. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ¾óãîëîê¿ ïîëó÷àåòñÿ
óäàëåíèåì îäíîé êëåòêè èç íåêîòîðîãî êâàäðàòà 2× 2. Â êëåò÷àòîì êâàäðàòå 10× 10
ñîäåðæèòñÿ 81 êëåò÷àòûé êâàäðàò 2 × 2: ïî 9 êâàäðàòîâ â êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé
ïîëîñå øèðèíîé 2. Èç êàæäîãî òàêîãî êâàäðàòà ìîæíî ïîëó÷èòü óäàëåíèåì îäíîé
êëåòêè ÷åòûðå ¾óãîëêà¿. Ñòàëî áûòü, âñåãî â êâàäðàòå 10×10 ñîäåðæèòñÿ 81 ·4 = 324
¾óãîëêà¿.

Ïîêðàñèì âåñü êâàäðàò 10 × 10 â ÷¼ðíûé öâåò, à çàòåì ïåðåêðàñèì 16 êëåòîê â
áåëûé, ÷òîáû îñòàâèòü 84 ÷¼ðíûõ êëåòêè. Ïðè ýòîì ïåðåêðàøèâàíèå êàæäîé êëåòêè
óìåíüøèò êîëè÷åñòâî ÷¼ðíûõ ¾óãîëêîâ¿ íå áîëüøå, ÷åì íà 12, ïîýòîìó â èòîãå ÷¼ð-
íûõ ¾óãîëêîâ¿ îñòàíåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì 324− 12 · 16 = 132. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
åñëè ìû ïåðåêðàñèì â áåëûé öâåò 16 êëåòîê íà ïåðåñå÷åíèÿõ ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè
2, 4, 6, 8 ñî ñòðîêàìè ñ òàêèìè æå íîìåðàìè, òî êàæäàÿ èç ýòèõ êëåòîê óíè÷òîæèò
ðîâíî 12 ÷¼ðíûõ ¾óãîëêîâ¿, è èõ îñòàíåòñÿ ðîâíî 132.


